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第六章 近独立粒子的最概然分布

※概述

【任务】：从微观角度研究热运动的规律，研究与热现象运动有关的物性及宏观

系统的演化。该任务与热力学的任务相同。

【方法】： 两者有差异：

热力学：是热运动的宏观理论，通过对热现象的观测、试验和分析，人们

总结出热现象的基本规律（热力学第 I-III 定律）

统计物理：是热运动的微观理论。它从宏观物质系统是由大量微观粒子所构

成的这一事实出发，认为物质的宏观性质是：大量微观粒子性质的集体表现。

即：

1）宏观物质系统 大量微观粒子组成

2）物质的宏观性质大量微观粒子性质的集体表现

3）宏观物理量 微观物理量的统计平均值。

4）统计物理深入到热运动的本质。

把三个热力学相互独立的定律归结于一个基本的统计原理。

阐明三个定律的统计意义。

解释涨落现象。

5）局限性：使用的物质微观模型所作的往往是简化模型；所得到的结果是近似

的。

【本章内容】：

1）粒子运动状态的两种描述；

2）系统微观运动状态的描述

3）三种分布及关系（玻尔兹曼、玻色分布、费米分布）

§6.1 粒子运动状态的经典描述

1、粒子的运动状态

粒 子：组成宏观物质系统的基本单元。

如:气体的分子、金属离子、电子、辐射场中的光子等。

运动状态：力学运动状态。

经典描述：若粒子遵从经典力学的运动规律，对粒子运动状态的描述称为～。

量子描述：若粒子遵从量子力学的运动规律，则对粒子运动状态的描述称为～。

注： 从原则上讲，微观粒子是遵从量子力学运动规律的，不过经典理论在

一定极限条件下，仍然具有意义。

2、经典描述

某粒子，自由度＝r
任一时刻的力学运动状态可以由粒子的广义坐标、广义动量来描述，即：

广义坐标： 1 2, , , ( )rq q q r" 个

广义动量： 1 2, , , ( )rp p p r" 个
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粒子能量：ε ε " "1 2 r 1 2 r＝（q ,q , ,q ;p ,p , ,p ）

若有外场， ε 还要包含外场对能量的贡献影响。

引入一个µ 空间：共有 2r 个变量为直角坐标，构成一个 2r 维µ空间—空间。

粒子在某一时刻的力学运动状态可用µ 空间中的某一点来描述――粒子运动状

态的代表点。粒子的运动状态随时间改变时，代表点相应的点在µ空间中移动，

描画出一条轨道。

3、实例分析

(一) 自由粒子

1）自由粒子： 不受外力作用而作自由运动的粒子。

如： 无外场时
⎧

⇒⎨
⎩

理想气体分子
自由粒子

金属自由电子

2）三维空间中的情形

自由度： f =3

坐标： , ,x y z

动量： , ,x y zp mx p my p mz= = =� � �

能量：（仅动能） 2 2 21 ( )
2 yx zp p p
m

ε = + +

3）一维自由粒子

参量： , , xm x p mx=

空间：二维的µ空间

图示： Px

Px

x0
L
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(二) 线性谐振子

1、线性谐振子的定义

质量为 m 的粒子在弹性力 F=-Ax 作用下，在原点附近做简谐振动，称为~。

振动的圆频率： A
mω =

2 0

AF Ax mx x x x
m

x x

ω

ω

⎛ ⎞= − = ⇒ = − = −⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+ =⎝ ⎠

�� ��∵

��

例如：一定条件下，可视为谐振动：

⎧
⎨
⎩

分子内原子的振动

晶体中原子、离子在其平衡位置附近振动。

2、自由度为 1 的一维线性谐振子

位置：x

动量： p mx= �

能量：
2

2 21
2 2
pT V m x
m

ε ω= + = +

以 x 和 p 为直角坐标，可构成二维的µ空间，振动在任一时刻的运动状态由µ空

间中的一点来表示。

椭圆标准式：
2

2 21
2 2
p m x
m

ε ω= +

2 2

2

122
p x
m

m
εε
ω

+ =

半轴： 2a mε= ， 2

2b
m
ε
ω

=

椭圆的面积：
2s ab πεπ
ω

= =

相图：

P

0 x
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（三）转子

1、转子：质量的质点 A 被一定长度的轻杆系于原点 O 时所作的运动。

2、三维坐标

Rt 坐标中：

坐标：x，y，z

动能： 2 2 21 ( )
2 x y zp p p
m

ε = + +

在球坐标（ r θ ϕ， ， ）中

坐标：

sin cos
sin sin
cos

x r
y r
z r

θ ϕ
θ ϕ
θ

=
=
=

动能： 2 2 2 2 2 21 ( sin )
2

m r r rε θ θϕ= + +� ��

∵ 杆子长度一定，即质点到原点距离一定。

∴ 0r =�

∴ 2 2 2 2 21 ( sin )
2

m r rε θ θϕ= +� �

引入与 ,θ ϕ共轭的动量：

2p mrθ θ= � , 2 2sinp mrϕ ϕϕ= �

则： 2 2
2

1 1( )
2 sin

p p
I θ ϕε

θ
= + 其中： 2I mr=

（质点对原点 O 的转动惯量）

注意：

1) [0, ], [0,2 ], , 2

2)

p pθ ϕθ π ϕ π µ

µ

∈ ∈⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

i1 2

1 2

取任意值，质点自由度 ， 空间中是四维的；

m m
二体问题可约化为单体问题，用约化质量： =

m +m

例如：双原子分子视为绕质心转动的转子。

3、二维平面内的转子

固定
2
πθ = ， 0pθ = , 则转化为二维平面内的转子。

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 ( sin )
2

1 1sin sin
2 2
1
2

m r r r

mr mr mr
I

mr
I

ε θ θϕ

θϕ θϕ

ϕ

= + +

= =

= =

� ��

� �

i�
2（r p）

（ ）
2I

其中是转子的总角动量，在无外力作用时，守恒。

x

m

r

θ

0
y

z

ϕ
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§6.2 粒子运动状态的量子描述

1、微观粒子的波-粒二象性

微观粒子： 光子、电子、质子、中子、原子、分子等；

波粒二象性：
1)
2
⎧
⎨
⎩

客观存在的单个实体；

）适当条件下显示干涉、衍射等波动现象

2、德布罗意假设

粒子性： 能量ε 动量 P
波动性： 圆频率ω 波矢 k

关系式：

2
2 2

p k

ν πε ω ν ω ω
π π

⎧ =⎪
⎨
⎪ =⎩

= =
JK K

=

h h
（h = = = ）

:

普适常量：
34

34

6.626 10
1.055 10

h J s
J s

−

−

⎧ = ×⎪
⎨

= ×⎪⎩

i
= i

普朗克常量

量纲为：
[ ][ ] [ ][ ] [ ]t E l p
J s F l s l F s M

= =

⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ × =

角动量

长度 动量=r p 角动量

3、测不准关系（不确定关系）

微观粒子不可同时具有精确德动量和坐标。

q p h∆ ⋅∆ ≈

即：
0
0

q p
p q

∆ → ∆ →∞⎧
⎨
∆ → ∆ →∞⎩

，则

，则

说明微观粒子的运动不是轨道运动。

注意：量子态：在量子力学中，微观粒子的运动状态称为量子态。

表征： 量子态由一组量子数表征

粒子自由度：量子数的数目等于粒子的自由度数。

4、实例说明

（一）自旋

粒子： 电荷 e− ； 质量为 m

自旋角动量量子数为
1
2
（有内禀角动量――自旋，或内禀磁矩）

自旋磁矩： µ

自旋角动量：S

关系：
e

S m
µ
= −
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外场： 方向 Z; 磁感应强度 β

自旋角动量 S 在外场方向的投影：
2zS = ±
=

自旋磁矩在外场方向的投影：
2z
e
m

µ =
=∓

粒子在外磁场中的势能：
2
e
m

µβ β− = ±
=

自旋角动量的投影分量：
1
2zS ms= = ±= =

描述粒子自旋状态的量子数 sm ±
1

： 
2

(分立值)

（二）线性谐振子

圆频率： ω

能量： nε ω= = 1
（n+ ）

2
"（n=0,1,2, ）

量子数： n ―――表征线性谐振子运动状态和能量的量子数。

能级： 分立的能量称为能级。线性谐振子的能级是等间隔的。能级差为，其大

小取决于圆频率ω

（三）转子

能量：
2

2
M

I
η =

2M 取值：
⎩
⎨
⎧

−−

−−

只能取分立值。量子理论中

可取任何正值；经典理论中

2 2( 1)M l l= + = , 0,1, 2,l = "

对于给定的 l，角动量在某一 Z 轴上的投影 zM 只能取分立值：

zM m= = , , 1, , 1, (2 1 )m l l l l l= − − + − +" 个

注：

量子力学中自由度为 2 的转子的运动状态，由两个量子数 l m， 表征。

空间量子化： 量子理论中，m 只能取分立值，运动平面在空间的取向是量子化

的。

故：转子能量是量子化的。

l
lε =

=2（l+1）

2I
, 0,1,2,l = "； , 1, , 1, (2 1 )m l l l l l= − − + − +" 个

注：

1）转子运动状态由两个量子数 l m， 表征。转子的能量只由量子数 l描述。
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2）简并度

能量为的量子态有2 1l + 个，则能级是简并的，简并度为：2 1l +

即一个能级的量子态数称为该能级的简并度。

非简并： 若某一能级只有一个量子态，该能级称为非简并的。

例如： 一维线性振子的能级是非简并的。

（四）自由粒子

1、一维自由粒子

周期性边界条件粒子可能的

运动状态，其德氏波长λ的

整数倍等于容器德长度 L, 即：

xL n λ= i ， 0 1 2xn = "，，，

波矢大小 xk 与波长的关系：考虑两个传播方向，则有波矢可能值为：

2 2
x xk n

L
π π
λ

= = ， 0 1 2xn = ± ± "， ， ，

粒子动量可能值为：

2
x xP n

L
π

=
= 0 1 2xn = ± ± "， ， ， ， （利用德氏关系）

（注： xn 就是表征一维自由粒子的运动状态的量子数。

粒子的能量可能值为：

2 22 2

2

2
2x

x x
n

p n
m m L

πε = =
=

， 0 1 2xn = ± ± "， ， ，

（能量值也取决于量子数 xn ， 量子数为 1， xn ）

※ 一维自由粒子的量子数 1，------------- xn

2、三维自由粒子

设粒子处于边长为 L 立方体容器内，粒子三个动量分量

2 0 1 2

2 0 1 2

2 0 1 2

x x x

y y y

z z z

p n n
L

p n n
L

p n n
L

π

π

π

⎧ = = ± ±⎪
⎪
⎪ = = ± ±⎨
⎪
⎪ = = ± ±⎪⎩

= "

= "

= "

， ， ， ，

， ， ， ，

， ， ， ，

x y zn n n， ， 为三维自由粒子运动状态的量子数为 3， x y zn n n， ，

能量可能值为：
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2 2 221
2

x y zn n n
m m L

πε
+ +

=
=22 2 2

x y z

2
（p +p +p）=

三维自由粒子的量子数为 3： x y zn n n， ， 简并度为 6

见例题 P224
注意：

1）粒子局限在微观大小的空间内运动时，能量和动量值是分立值；

2）粒子的运动状态由三个量子数表征 x y zn n n， ， ；

3 6
⎧⎪
⎨
⎪⎩

2 2 2
x y z能级值取决于的n +n +n  数值

能级是简并的,量子数为 个,简并度为
而量子态不止一个

3）在宏观大小的容器空间内运动，动量和能量是准连续的。

在体积 V=L3内，动量在：

x x x x

y y y y

z z z z

dp p p dp
dp p p dp

dp p p dp

⎧ − +
⎪ − +⎨
⎪ − +⎩

∼
∼
∼

内

自由粒子的量子态数为：

2

2

2

x x

y y

z z

Ldn dp

Ldn dp

Ldn dp

π

π

π

⎧ =⎪
⎪
⎪ =⎨
⎪
⎪ =⎪⎩

=

=

=

x y z x y z

x y z

dn dn dn dp dp dp

dp dp dp

π
=

=

=
3

2

L
（ ）

2

L
（ ）

h

3、粒子运动状态的描述

1） 一维粒子 用坐标 q 和动量 p 来描述粒子的阿运动状态，一个状态对应µ空

间的一个体积―――一个相格。

对于 1f = ， µ空间是由
⎧
⎨
⎩

一个坐标r
描述的二维空间

一个动量p
。

相格大小 q p h∆ ∆ ∼ （一维）

2）r 维自由粒子

推广到自由度为 r 的情形：

1 2

1 2

, , ,
, , ,

r

r

i i

q q q
p p p

q p h

∆ ∆ ∆ ⎫
⎪∆ ∆ ∆ ⎬
⎪∆ ∆ ≈ ⎭

"
"

i

坐标r个:

动量r个：

利用：



安徽师范大学 课程 …….《第六章 近独立粒子的最概然分布》

--第 页-- 共 25 页 2006. 9. 109

2r 维µ空间中，粒子一个状态所对应的相格大小为：

1 2 1 2
r

r rq q q p p p h∆ ⋅∆ ⋅ ⋅∆ ⋅∆ ⋅∆ ⋅ ∆ ≈" "

故，自由粒子的量子态数为： （三维自由）

3 x y z
V dp dp dp
h

上述表达式的意义是：将 µ空间的体积 x y zVdp dp dp 除以相格大小 3h ，而得到

的三维自由粒子在内的量子数。

4、粒子动量（用动量空间的球坐标 , ,p θ ϕ来描写） 代替 , ,x y zp p p

sin cos
sin sin

cos

x

y

z

p p
p p

p p

θ ϕ
θ ϕ

θ

=
=

=

动量空间的体积元为：

2 sindV p dpd dθ θ ϕ=

故在体积 V 内，动量大小在：

p p dp+∼

动量方向在： ,d dθ θ θ ϕ ϕ ϕ+ +∼ ∼ 范围内，自由粒子可能的状态数为：

2

3

[0, ]sin
[0,2 ]

Vp d d dp
h

θ πθ θ ϕ
ϕ π
∈⎧

⎨ ∈⎩

对方位角积分有：
2

0 0
sin 4d d

π π
ϕ θ θ π=∫ ∫

得到在体积 V 内动量在 p p dp+∼ 中，方向任意的范围内的粒子可能状态数为：

2
3

4 V p dp
h
π

据公式：
2

2
p
m

ε = 由上公式求得：

在体积 V 内，在能量范围 dε ε ε+∼ 内的自由粒子可能状态数为：

∵ 2p mε= ，

x

m

r

θ

0
y

z

ϕ
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1
2

2 2
2

(2 )

p p md dp dp dp
m m m

dp m m d

ε

ε ε
−

= = =

=

∴

1
2

3

3 1
2 2

3

4 2 (2 )

2 (2 ) ( )

V m m m d
h

V m d D d
h

π ε ε ε

π ε ε ε ε

−
×

= =

i i

其中：
3 1
2 2

3

2( ) (2 )VD m
h
πε ε= 表示单位能级间隔内的可能状态数，称为态密度。

4、由自旋的粒子状态

考虑自旋的贡献，粒子的自旋量子数为
1
2
，自旋角动量在动量方向的投影为

2
±
=

两个值。故上面求得结果均应乘上因子 2。

【思考题】：

一、填空题：

1、统计物理学从宏观物质系统是由________________组成这一事实出发,认为

物质的宏观特性是________________________的集体表现,宏观物理量是相

应__________________的统计平均值。

（参考答案：大量微观粒子。大量微观粒子行为, 微观物理量）

2、热力学是物质运动的______ _理论，统计物理学是物质热运动的_ ____

理论。

3、在量子力学中微观粒子的运动状态称为___________ __。

4、在光子、4He 核、电子、中子等粒子中，属于玻色子有 ；

而属于费米子 。

5、下列各量中，如：热量、熵、内能、焓、温度、体积、摩尔热容量、压强、

自由能、质量。属于广延量的是： ；属于

强度量的是： -
二、选择题

1、热力学研究的对象是（ ）

A、大量微观粒子组成的宏观系统 B、大量微观粒子组成的微观系统

C、仅适合于理想气体 D、仅适合于均匀物质系统

（参考答案：A）

2、系统的宏观特性是大量微观粒子行为的集体表现，这是（ ）的观点。
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A、热力学 B、统计物理 C、量子理论 D、热力学与统计物理

（参考答案：B）
3、关于热力学和统计物理的任务与研究方法的描述，正确的有（ ）

A. 任务和方法都相同 B.任务和方法都不相同

C. 任务相同而方法不相同 D.方法相同而任务不相同

（参考答案：C）
3、等概率原理是下列哪些理论的基础（ ）

A. 仅仅是最概然分布理论 B. 仅仅是系综理论

C. 最概然分布理论和系综理论 D. 准热力学理论

简答题：

1、什么是微观粒子的全同性原理？

2、简述等概率原理

3、统计物理基本假设

§6.3 系统微观运动状态的描述

★ 简介

回顾：前两节已经分别介绍了粒子运动状态的经典、量子描述；

内容：本节将进一步讨论如何描述系统的微观运动状态（也有两种方法）：

方法：经典描述和量子描述。

对象： 全同粒子、近独立粒子组成的系统（引入简化模型）

1、全同粒子与近独立粒子

1) 全同粒子（系统）：

由具有完全相同的属性的同类粒子组成的系统。（相同的质量、电荷。自旋等）

例如：
⎩
⎨
⎧

子气。自由电子组成的自由电

原子组成的氦气；He4

2) 近独立粒子（系统）

粒子之间相互作用很弱，相互作用的能量远小于单个粒子的平均能量，由这

样的同类粒子组成的系统。

整个系统的能量：

注意：

① 公式中只是第个粒子的坐标、动量及外场参量的函数，与其它粒子的坐标和

动量无关。

② 理想气体――近独立粒子组成的系统，理想气体除了相互碰撞的瞬间外，

可以认为没有相互作用。

2、系统微观运动状态的经典描述

⎩
⎨
⎧

个点。、描述方式：相空间中

的经典轨道运动）、可分辨粒子（可跟踪

Nb
a
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1）粒子自由度 r
第 i 个粒子的力学运动状态：

),,2,1(
,,,
,,,

21

21 Ni
ppp
qqq

irii

irii "
"
"

=
⎩
⎨
⎧

广义动量：

广义坐标：

N 个粒子 组成的系统中的变量数目： rN 2• 个，每一个粒子的运动状态确定了，

则总个系统在该时刻的运动状态也就确定了。

2）经典全同粒子的可分辨性

运动可分辨 粒子轨道运动可以被跟踪 轨道运动

两个粒子 i，j 的运动状态加以变换：

⎩
⎨
⎧

′′′′
′′′′′′′′

⇒
⎩
⎨
⎧

′′′′′′′′
′′′′

⇒

）（

）（

）（

）（

交换后交换前

rr

rr

rr

rr

ppqqj
ppqqi

ppqqj
ppqqi

,,;,,
,,;,,

,,;,,
,,;,,

11

11

11

11

""
""

""
""

3）描述方式：

µ空间（相空间）中，运动状态的描述：

单个粒子 推广到 N 个粒子系统

一个运动状态。

时刻的个点表示整个系统在该共有

应于一个点，每一个粒子在空间中对

个动量坐标

个位置坐标

表示：个变量对应的一个点来

空间中某时刻的运动状态用

N

r
r

r

⎩
⎨
⎧
2
2

2
µ

运动到

某时刻 另一时刻

3、系统微观运动状态的量子描述

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧
∆

∆

粒子数。对应于每一个量子态的

量子态对于某一个粒子的各个
、描述方式：

的非轨道几率运动）、可分辨粒子（物质波

b

a

1）微粒的全同性原理：（量子物理的一个基本原理）

全同粒子是不可分辨的，在含有多个全同粒子的系统中，将任何两个全同的粒

子加以对换，不改变整个系统的微观运动状态。

µ
某时刻。

µ 。

另时刻
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注意：

① 经典物理中，全同粒子可分辨。

② 原因：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

）明（图而不可分辨，见图例说

运动，不可跟踪的，粒二象性的非轨道几率量子粒子运动是具有波

动，可跟踪而辨认经典粒子运动是轨道运

5.6

2）描述方法：

⎩
⎨
⎧

⇒
⎭
⎬
⎫

→

→

微观运动状态

确定系统的

上的粒子数确定每一个个体量子态若全同粒子可分辨

量子态确定每一个粒子的个体若全同粒子可分辨

由于描述结果与构成系统的粒子性质有关，因此，我们先介绍粒子及相应系统的

特点。

即确定系统由多少个量子态组成，而粒子分布在各个量子态的方式也有多种可

能，每一次分布对应于系统的一种可能的微观状态，因此，即归结为寻找 n 个粒

子分布在各个量子态上的方式总共有多少种可能―――即系统就有多少种可能

的微观状态。

例题：He 气体的微观状态 状态确定由每一组量子数所表征的个体

量子态上有多少个 He 原子

有多少种分布方式
布有多少个粒子

每个量子态上分
量子态数系统微观状态数 ⇐

⎩
⎨
⎧

⇐⇐

3) 微观粒子及其系统的分类

A、粒子分类―――据微观粒子的自旋角动量量子数的特性来区分：

费米子：自旋量子为半整数的基本粒子及复合粒子（即
2
1
）

⎩
⎨
⎧

−−

−−

)(32 奇数个费米子组成的核原子、复合粒子

电子、质子、中子基本粒子
例如：

HH

玻色子：自旋量子数为整数的基本粒子或复合粒子

⎩
⎨
⎧

−−

==−−

)(
01

4241 偶数个费米子组成的核核、原子、原子、复合粒子

介子、光子基本粒子
例如：

HHHH
π

B、系统分类―――三种类型的系统

玻尔兹曼系统：由可分辨的全同粒子组成，且处在一个个体量子态上容纳的

粒子数不受限制的系统。（两个特点：可分辨、不受限制）；

玻色系统： 粒子不可分辨，每一个个体量子态上所容纳的粒子数不受限

制。

费米系统： 粒子不可分辨，每一个个体量子态上最多可容纳一个粒子。

C、泡利不相容原理

在含有多个全同近独立的费米子的系统中，一个个体量子态上最多可以容

纳一个费米子。
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4) 例题分析

三种系统中，粒子占据的量子态的情况各不相同，相应的量子态数目也不同，下

面举例说明。

设 A，B 表示可分辨的两个粒子，个体量子态有 3 个，占据三个量子态的方式

有如下：

系统 特征 量子态 1 量子态 2 量子态 3 微观状态数

玻尔

兹曼

系统

1、可分辨

2、不受限制

AB

9 种

AB
AB

A B
B A

A B
B A

A B
B A

玻色

系统

1、不可分辨

2、不受限制

AA

6 种

AA
AA

A A
A A

A A

费米

系统

1、不可分辨

2、受限制

只 1 个

A A 3 种

A A
A A

4、本节小节

1） 本节介绍了描述全同粒子、近独立（组成的）多粒子系统的微观运动状态，

为后面讨论近独立粒子的统计分布作准备。

2）两种统计物理学

由此而衍生出两种：

⎧
⎨
⎩

经典统计物理：在经典力学的基础上建立起来的；

量子统计物理：在量子力学的基础上建立起来的。

3）联系与区别

相同点： 在统计原理上相同；

区别 ： 对于微观运动状态的描述不同。

4）两种统计方法：

⎯⎯⎯⎯→JJJJJJJJJJJG极限条件量子统计 经典统计

§6.4 等概率原理

一、简介
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§6.3 节讲述了描述全同近独立粒子组成的多粒子系统的微观状态的两种方法：

⎧ ⎧
⇒⎨ ⎨

⎩ ⎩

经典描述 全同性原理
有两个原理

量子描述 泡利不相容原理

§6.6 节将要讲述平衡态下，近独立粒子的最概然分布；

§6.4 节将讲述等概率原理――――平衡态统计理论的基本假设。

二、对比宏观状态与微观状态

⇓

↓ ↓

热力学 统计物理

|－－－－ －－－－－|

宏观物质系统的特性

－－－－－－－－－－－

讨论系统的宏观性质

（对应于一个状态）
←⎯⎯⎯⎯集体表现 系统的微观状态

（大量的复杂状态）

⇑ ⇑

宏观参量表征 ←⎯⎯⎯⎯统计平均
微观物理量

⇑

⇑

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦


��������

例如：孤立系统平衡态

某一（N,V,E）状态

描述手段及规律

实验定律

宏观理论
N
µ

⇑

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦


����������
  描述手段及规律

经典描述 量子描述

空间中 量子态

个点对应 粒子数

一个状态 分布

要解决的首要问题

概率确定各微观状态出现的统计物理的根本问题：

等概率原理

三、等概率原理

1、提出：19 世纪 70 年代由玻尔兹曼提出的描述，某个孤立系统平衡状态时，
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该系统各个可能的微观状态出现的概率特征的。

2、内容：对于处在平衡状态的孤立系统，其各个可能的微观状态出现的概率是

相等。

3、备注：统计物理中的一个基本假设，是平衡态统计物理的基础，第九章进一

步讨论。

§6.5 分布和微观状态

一、分布

1）某系统确定的宏观平衡状态下，具有的宏观状态参量为：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

V
E

N

体积

能量

粒子数

2）分布（微观角度）

粒子的能级
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

""
""
""

，，，，粒子数：

，，，，简并度：

，，，，粒子的能级：

l

l

l

aaa 21

21

21

ωωω
εεε

以符号 }{ la 表示数列： "" ，，，， laaa 21 ，称为一个分布。对于确定具有 N,E,V

的系统。分布 }{ la 必须满足的条件：

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

∑

∑

l
ll

l
l

Ea

Na

ε

★注意：

① 分布只确定了每一个 上能级 lε 的粒子数；

② 还必须确定系统的微观状态 确定每一个个体量子态上的粒子数。

二、微观状态 Ω

对于给定的某一个宏观状态（N, E, V）

对应于一个分布 }{ la

系统在该分布下的微观状态是大量的

微观状态数目Ω



安徽师范大学 课程 …….《第六章 近独立粒子的最概然分布》

--第 页-- 共 25 页 2006. 9. 1017

����������� ������������ �

经典系统费米系统玻色系统玻耳兹曼系统

1、玻尔兹曼系统

粒子特征：
⎩
⎨
⎧

粒子数不受限制）各个量子态上容纳的

）可分辨

b
a

1

1[ ]a
ε
个

…………….
][

1

个la

ε

1
1 1 11 1 1 1

1

laa
l

l

aa

aa

ω ω ωω ω ω ↑ =↑ =

↑↑

"" ��	�
��	�


��������������	�������������
个个

"" ，，，， laaa 21 个编了号的粒子分别占据能级 "" ，，，， lεεε 21 上各个量子态

共： la

l
l∏ω ，交换 N 个粒子，得到交换数为 N!, 除掉重复的部分：

∏
l

la
N

!
!

故得到与分布 }{ la 相应的系统的微观状态数为：

∏∏
=Ω

l

a
l

l
l

BM
l

a
N ω

!
!

,

2、玻色系统

粒子特征：
⎩
⎨
⎧

粒子数不受限制）各个量子态上容纳的

）不可分辨

b
a

计算 la 个粒子占据能级 lε 上的 lω 个量子态有多少种可能的方式：

固定

↑

固定 1，剩下量子态＋粒子数总和： )1( −+ ll aω 个

1 542 3
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排列方式有： ( 1)!l laω + − 个 （粒子不可分辨）

除去
⎩
⎨
⎧

！：量子态之间相互交换数

！粒子间的相互交换数：

l

la
ω

得到该能级 lε 中 la 个粒子占据 lω 个量子态的可能方式：

( 1)!
!( 1)!
l l

l l

a
a
ω

ω
+ −

−

玻色系统与分布相应的微观状态数为：

,
( 1)!

!( 1)!
l l

B E
l l l

a
a
ω

ω
+ −

Ω =
−∏

3、费米系统

粒子特征：
⎩
⎨
⎧

粒子数不受限制）各个量子态上容纳的

）不可分辨

b
a

注意：粒子数 la ≤量子态 lω （ ll a≥ω ）

la 个粒子占据 lε 能级上 lω 个量子态：

][
1

个粒子la

ε

相当于从 lω 量子态中挑出 la 个来为粒子所占据，共有占据方式为：

）！！（

！

lll

la

aa
C l

l −
=

ω
ω

ω

故得到费米系统与分布相应的微观状态数为：

∏ −
=Ω

l lll

l
DF aa )!(!, ω

ω！

4、经典极限条件（非简并性条件）

条件：若任一能级 lε 上的粒子数 la 均远小于该能级的量子态数 lω ，即：

)(1 l
a

l

l 对所有的〈〈
ω



安徽师范大学 课程 …….《第六章 近独立粒子的最概然分布》

--第 页-- 共 25 页 2006. 9. 1019

则：玻色系统：

,

,

( 1)! ( 1)( 2)
!( 1)! !

1
! !

l

l l l l l l l
B E

l ll l l

a
l

M B
l l

a a a
a a

a N

ω ω ω ω
ω

ω

+ − + − + −
Ω = =

−

= = Ω

∏ ∏

∏

"

而：费米系统：

,

,

! ( 1) ( 1)
!( )! !

1
! !

l

l l l l l
F D

l ll l l l

a
l

M B
l l

a
a a a

a N

ω ω ω ω
ω

ω

− − +
Ω = =

−

= = Ω

∏ ∏

∏

"

注意：经典极限条件表示，平均而言处在每一个量子态上粒子数均远小于 1。
5、经典系统（思考题）

讨论经典统计中的分布和微观状态数。

2

r

r

r q
r p

r µ

⇓

⎧
⎨
⎩

⇓

"
"

1

1

单个粒子某时刻的运动状态

个广义坐标（q , ）

个广义动量（p , ）

维 空间中一个点表示

一个状态

2

r

r

r q
r p

r µ

⇓

⎧
⎨
⎩
⇓

"
"

1

1

N个粒子某时刻的运动状态

个广义坐标（q , ）
第i个粒子

个广义动量（p , ）

维 空间中N个代表点表示

该时刻的一个状态。

∵ q, p 连续变化，粒子和系统的微观运动状态数都是不可数的。

分 q, p 为小间隔

0 ( )i iq p hδ δ µ⋅ = 空间中一个相格大小

划分µ空间为许多体积元 lω∆

∴

2

0 0 0

l

l
r r r

l

h h h

ω ω ω
ωω ω

ε ε ε

∆ ∆ ∆

∆∆ ∆

" "

" "

" "
"

1

1 2

1 2

1 2 l

体积元： ， ， ， ，

简并度： ， ， ， ，

能级： ， ， ， ，

粒子数： a， a ， ，a
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与分布 }{ la 对应的微观状态数 clΩ 有：

la

cl
ll

l

N
a

ω∆
Ω = ∏∏

l
r
0

！
（ ）

！ h

§6.6 玻尔兹曼分布

[ 本节内容 ]

※ 了解最概然分布的概念；

※ 推导波尔兹曼系统的粒子的最概然分布公式。

一、最概然分布（最可几分布）

据等概率原理，对于处在平衡态的孤立系统，每一个可能的微观状态出现的

概率是相等的，因此微观状态数目最多的分布，出现的概率最大，称为~。
平衡态的孤立系统-----一个宏观状态（可用 N，E，V 描述）

对应一个分布

系统存在大量的微观状态数

每种可能状态出现的几率是相等的

微观状态数最多的分布，出现的概率最大

此种分布为最概然分布

二、玻耳兹曼分布（麦-玻分布）

1、近似公式

ln ! (ln 1)m m m= − （m>>1） （6.6.1）

利用斯特令公式：

mm m π= -m！ e 2 m
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1ln ! (ln 1) ln
2

m m m π= − + （2 m）

（足够大时，上公式第二项与第一项相比可以忽略，过渡到第一式情形）

2、 推导过程

（∵ 最概然分布是使为极大值的分布，而又∵ lnΩ 随Ω的变化是单调的，

∴ 可以等价讨论使 lnΩ的极大的分布来代替Ω的极大分布。）

玻耳兹曼系统的微观状态数Ω是：

!
!

la
l

ll
l

N
a

ωΩ = ∏∏
（6.6.2）

两边取对数有：

ln ln ! ln ! lnl l l
l l

N a a ωΩ = − +∑ ∑ （6.6.3）

假设所有的都很大，则有：

ln (ln 1) (ln 1) lnl l l l
l l

N N a a a ωΩ = − − − +∑ ∑

ln ln lnl l l l
l l

N N a a a ω= − +∑ ∑ （6.6.4）

若令各个 la 有 laδ 的变化，lnΩ将因而有 lnδ Ω的变化，使 lnΩ为极大的分布{ }la

必使 lnδ Ω =0：

ln ln 0l
l

l l

a aδ δ
ω
⎛ ⎞

Ω = − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ （6.6.5）

但是这些 laδ 不完全是独立的，它们必须满足条件：

0

0

l
l

l l
l

N a

E a

δ δ

δ ε δ

⎧ = =
⎪
⎨

= =⎪
⎩

∑
∑

（孤立系统）

引入拉格朗日未定乘子α和β乘这两个式子，并从减去得：

ln (ln ) 0l
l l

l l

aN E aδ αδ βδ α βε δ
ω

Ω− − = − + + =∑ （6.6.6）

利用拉格朗日原理，每个 laδ 的系数都等于零，所以有：

ln 0l
l

l

a α βε
ω

+ + =

此式玻耳兹曼系统的粒子的最概然分布公式：（称为麦克斯韦-玻耳兹曼分布）

l
l la e α βεω − −=
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其中拉氏乘子α和β由下公式确定：

l l

l l

a
l

l
a

l l
l

N e

E e

βε

βε

ω

ε ω

− −

− −

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

∑
∑

3、上式另一种表述：

∵ 假设能级 lε 有 lω 个量子态，处在其中任何一个量子态的平均粒子数应是相

同的，故处在能级 lε 的量子态 S上的平均粒子数为： s
sf e α βε− −=

s

s

s

s
s

N e

E e

α βε

α βεε

− −

− −

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

∑

∑
（对所有量子态求和）

§6.7 玻色分布和费米分布

1、玻色系统的最概然分布：

,
( 1)!

!( 1)!
l l

B E
l l l

a
a
ω

ω
+ −

Ω =
−∏ 1l

l
la

eα βε

ω
+=

−

其中α β， 满足条件：
1

1

l

l

l

l

l
s

l

N
e

E
e

α βε

α βε

ω

ωε

+

+

⎧ =⎪ −⎪
⎨
⎪ =
⎪ −⎩

∑

∑

2、费米系统的最概然分布：

, !( )!
l

F D
l l l la a

ω
ω

Ω =
−∏ ！

1l

l
la

eα βε

ω
+=

+

其中α β， 满足条件：
1

1

l

l

l

l

l
s

l

N
e

E
e

α βε

α βε

ω

ωε

+

+

⎧ =⎪ +⎪
⎨
⎪ =
⎪ +⎩

∑

∑
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注意：上面公式推导过程有缺陷，因为近似条件实际上并不满足，故在第九章中，

讲述另外一种推导。

3、经典统计中玻耳兹曼分布 sa

0

l l
l ra e

h
α βε ω− − ∆

=

其中α β， 满足条件：
0

0

l

l

l
l r

l l

l
l s sr

l l

a e N
h

a e E
h

α βε

α βε

ω

ωε ε

− −

− −

∆⎧ = =⎪⎪
⎨ ∆⎪ = =
⎪⎩

∑ ∑

∑ ∑

§6.8 三种分布的关系

一、三种分布

玻耳兹曼分布：
l

l la e α β εω − −=

玻 色 分 布 ： 1l

l
la

eα βε

ω
+=

−

费 米 分 布 ： 1l

l
la

eα βε

ω
+=

+

其中参数有下述条件确定：其中α β， 满足条件：

l
l

l l
l

a N

a Eε

⎧ =
⎪
⎨

=⎪
⎩

∑

∑
对三种分布均可，即有：



安徽师范大学 课程 …….《第六章 近独立粒子的最概然分布》

--第 页-- 共 25 页 2006. 9. 1024

0

0

1 1

1 1

l l l l

l l

l l

l

l

a a
l l l

l l

l l
s

l l

l l
s

l l

l
l r

l l

l
l s sr

l l

e N e E

N E
e e

N E
e e

a e N
h

a e E
h

βε βε

α βε α βε

α βε α βε

α βε

α βε

ω ε ω

ω ωε

ω ωε

ω

ωε ε

− − − −

+ +

+ +

− −

− −

⎧ ⎧
= =⎨⎪

⎩⎪
⎪ ⎧ = =⎪ ⎨ − −⎩⎪
⎪⎪ ⎧

− = =⎨ ⎨ + +⎩⎪
⎪ ∆⎧⎪ = =⎪⎪ ⎪

⎨⎪ ∆⎪⎪ = =
⎪⎪ ⎩⎩

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

麦-玻分布： ，

玻-爱分布： ，

费 狄分布： ，

经 典分布：

二、经典极限条件（非简并性条件）

四种系统的微观状态数分别为：

. .

. .

. .

!
!

( 1)!
!( 1)!

!( )!

l

l

a
M B l

ll
l

l l
B E

l l l

l
F D

l l l l

a

cl
ll

l

N
a

a
a

a a

N
a

ω

ω
ω
ω
ω

ω

⎧ Ω =⎪
⎪
⎪

+ −⎪ Ω =⎪ −⎪
⎨
⎪ − Ω =
⎪ −
⎪

∆⎪ Ω =⎪
⎪⎩

∏∏

∏

∏

∏∏
l

r
0

麦-玻系统：

玻-爱系统：

！
费 狄系统：

！
经 典系统： （ ）

！ h

对于玻色分布和费米分布的系统，若参数α 满足条件：

1eα >> 则玻色、费米分布均过度到玻耳兹曼分布：

即：

:
1

1

l
l

l

l
l

l l
l

l

a
e a e

a
e

α βε
α βε

α βε

ω

ω
ω

+
− −

+

⎧ =⎪⎪ − ⇒ =⎨
⎪ =
⎪ +⎩

玻色分布

费米分布:

其中条件： 1eα >> ⎯⎯⎯→←⎯⎯⎯
等价于 1l

l

a
ω

<< （对所有 l ）

因此得到： . .
. . . .!

M B
B E F DN

Ω
Ω ≈ ≈ Ω
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注意：

1）因为 N 是常数，满足极限条件时，玻色、费米系统中的近独立粒子在平衡态

时，遵从玻耳兹曼分布，一般气体属于这种情形。

2）粒子可分辨性⇐ 自然界有些系统，可视为定期系统：

⎧
⎨
⎩

晶体中的原子、离子；

在平衡位置做微小振荡

3）
!

M B

M B

N

⎧ Ω⎧
⎪ ⎪⇒ ⇒⎧⎨ ⎨Ω

⎨⎪ ⎪⎩⎩⎩

. .

. .

定域系统
遵从同样分布但

玻色
满足经典极限条件的 微观状态数不同

费米

作业：


